
Retrato de familia,
Henri Matisse (1869-1954).

El ajedrez

A pesar de que hay
fuertes indicios que
remontan los orígenes
del juego de ajedrez a
Egipto en el tercer
milenio a.C., muchas de
las leyendas divulgadas
señalan que se inventó
en la India en el siglo V.
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Matemáticas recreativas

Observemos que esta cantidad corresponde a la suma de los primeros 64
términos de la progresión geométrica cuyo término general es an
an = 2n–1 , n = 1 , 2 ,  … El valor de la suma es:

S64 =  = 264–1 =  18 446 744 073 709 551 615

Actualmente se estima que la producción mundial de trigo está por el orden de
600 millones de toneladas por año.

Tomando en cuenta que aproximadamente 40 gramos de trigo equivalen a 1.000
granos de este cereal, tenemos que 600 millones de toneladas de granos de
trigo equivalen a:

Todas las leyendas sobre el origen del ajedrez coinciden en indicar que un rey, fascinado por lo interesante del
juego, quiso premiar al inventor, un sacerdote hindú llamado Sessa, ofreciéndole lo que quisiera, quien le contestó
que se conformaba con un grano de trigo por la primera casilla del tablero, dos por la segunda, cuatro por la
tercera, ocho por la cuarta, y así doblando la cantidad hasta la casilla 64 del tablero de ajedrez.

El rey ordenó a su visir que preparara el premio solicitado, quien hizo los cálculos y se dio cuenta que era
imposible cumplir la orden,  ya que había que darle

1 + 2 + 22 + 23 + . . . + 263 granos de trigo

264 - 1
2 - 1

1 t =1 000 kg 1 kg =1 000 g  ≈ 25 000 granos

De esta manera, para cumplir la solicitud del sacerdote, con la producción actual de trigo, necesitaríamos:

18 446 744 073 709 551 615

15 000 000 000 000 000
≈ 1 230 años

La escritura más antigua que menciona un juego parecido al ajedrez apareció alrededor
del año 600 a.C. y el hecho de que se mencionaba sin una explicación sugiere que era
ya bien conocido en ese entonces.  El ajedrez es un juego de un grupo relacionado con
el juego de "Chaturanga", que se piensa se originó en la India por el siglo VI o tal vez
mucho antes y que, a su vez, podría estar vinculado a un juego chino más antiguo. 
Chaturanga es una palabra sánscrita que se refiere a cuatro "armas" (o divisiones) de
un ejército indio: elefantes, caballería, carretas e infantería, de los cuales se derivan
los cuatro tipos de piezas del juego.

El ajedrez



Un problema interesante relacionado con esta leyenda es
determinar el número mínimo de jugadas a realizar para trasladar
los discos al último palillo, partiendo de un número n de discos.
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Templo budista
Hanoi, Vietnam.

En 1984 se creó una leyenda sobre un juego
inventado por el matemático francés François
Edouard Lucas, quien lo llamó M. Claus, que es
un anagrama de Lucas.

En el gran templo de Benarés, debajo de la cúpula que marca el centro del mundo, yace una base de bronce,
en donde se encuentran acomodadas 3 agujas de diamante, cada una del grueso del cuerpo de una abeja. En
una de estas agujas, Dios, al momento de la creación, colocó 64 discos de oro, el mayor sobre el plato de
bronce, y el resto de menor tamaño conforme se llega a la cima. Día y noche, incesantemente, los sacerdotes
del templo mueven los discos de una aguja a otra de acuerdo con las leyes impuestas, que requieren que los
sacerdotes se encuentren todo el tiempo laborando, no muevan más de un disco a la vez y coloquen cada disco
en alguna de las agujas de modo que no cubra otro disco de radio menor. Cuando los 64 discos hayan sido
transferidos de la aguja en la que Dios colocó los discos, al momento de la creación, a otra aguja, el templo y
los brahmanes se convertirán en polvo y junto con ellos el mundo desaparecerá. 

François Edouard Anatole
Lucas (1842-1891).

n=1
1 disco

n=2
2 discos

Posición inicial Posición final

1 = 21–1movimientos

3 = 22–1movimientos
1er movimiento 2do movimiento

Posición inicial Posición final

En general, para mover los n discos al último palillo se necesitan como mínimo 2n–1 movimientos, que es
precisamente la suma de los primeros n términos de la progresión geométrica cuya fórmula es
an = 2n–1 , n = 1 , 2, ...,   que en el caso de la leyenda son:

264–1= 18 446 744 073 709 551 615  movimientos.

Si suponemos que se mueve un disco por segundo, para pasar los 64 discos se requerirían:

   ≈ 584 942 417 355 (años)18 446 744 073 709 551 615
60 • 60 • 24 • 365

RETO: Calcula el número mínimo de movimientos para los casos de 3, 4 y 5 discos.
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Sucesiones y música

Se dice que la música es  capaz de afectar el pensamiento, el
carácter y los estados emocionales de las personas.  Desde los
pitagóricos formó parte de la matemática como una de las cuatro
disciplinas del cuadrivium. Fue a partir del Barroco (s. XVI)
cuando se empezó a distinguir entre la música como ciencia y
la música como arte.

Sonido: un proceso de
vibraciones físicas que se
transmiten a través de algún
medio  material, como el aire.

Frecuencia (f) de un sonido:
es el número de vibraciones o
ciclos por segundo. Su unidad
es el Hertz (Hz) en honor al
físico alemán H. Hertz (1857-
1894).  Por ejemplo, la nota
musical do tiene una frecuencia
aproximada de 260 Hz.

Si de dos sonidos uno tiene frecuencia f y el otro frecuencia 2f, se dice
que el primero es una octava más bajo (o grave) que el segundo.   El
intervalo de extremos f y 2f se denomina una octava.

Los pitagóricos descubrieron que al tener una cuerda tensa y

pulsarla se producen  sonidos y mientras más corta es la cuerda

entonces la frecuencia es mayor.  Experimentaron con el  monocordio:

si se fija la cuerda de longitud L en su punto medio se verifica que 

y la razón de frecuencias  (intervalos musicales) es        =    ,

el inverso de    , lo que produce la octava: fnueva = 2 fvieja .

Los pitagóricos también encontraron la quinta: si la cuerda original tiene longitud L y es la primera nota do,

entonces (  )L  produce  la  quinta nota  de  la  escala,  sol,  siendo             (   :1 o bien 2:3) y  la razón de las

frecuencias es 3:2.

La escala musical diatónica contiene siete notas fundamentales: do, re, mi, fa, sol, la, si.

De la obra Theorica Musice (F. Gafurius, Milán, 1492).
Uno de  los primeros  intentos de hacer un retrato de
Pitágoras en un  grabado de madera.
Fuente: D.E.Smith, vol. I, p. 76 (1951).

Monocordio:
instrumento
musical de una sola
cuerda.

La escala pitagórica fue primordial hasta la creación de la afinación temperada de Bach. También
Fibonacci estudió una serie de relaciones matemáticas con la música.

Así, los primeros seis números de la sucesión de Fibonacci figuran en una octava de piano, la cual consiste
en 13 teclas: 8 teclas blancas, 5 teclas negras  (en grupos de 2 y de 3).

octava octava octava octava octava octava octava

do:do do:re do:mi do:fa do:sol do:la do:si do:do

Primera Segunda Tercera Cuarta Quinta Sexta Séptima Octava

1:1 8:9 4:5 3:4 2:3 1:28:153:5

L
2
L

1
2=

fnueva

fvieja

2
1

1
2

2
3
L

2
3=

L 2
3

2
3



El conjunto de notas musicales en una octava es una sucesión finita del intervalo de extremos f0 y 2f0 :
 f0 < f1 < f2 .......  < fn-1 < fn < 2f0

 
f0      2 f0

            f1      f2                        ...          fn-1    fn

siendo f0 una frecuencia patrón.

En la afinación temperada de J. Sebastián Bach (alemán, 1685-1750), esa sucesión es una progresión geométrica
de razón   2 = 21/12 :

f0 

y en esta escala la octava queda dividida en doce intervalos de igual razón
(que pasan a ser doce intervalos de la misma longitud cuando se toman
logaritmos de base 2).

Con la misma se afinan el piano y el arpa.
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Desde la Antigüedad, la Serie de Fibonacci ha sido utilizada
por arquitectos y artistas para lograr efectos armoniosos,
proporcionados y equilibrados formalmente.  Pero a partir del
siglo XIX, se descubrió que las formas más elementales de la
naturaleza obedecían a esta  proporción:  vegetales, conchas,
espirales, mecanismos celulares, .... En música su empleo,
consciente o no, remonta a Bach, Mozart ...
Contemporáneamente había sido trabajada por Bela Bartok,
Stockhausen y su discípulo Roger Smalley, -quien era mi
profesor-”.

Fuente: María Luz Cárdenas
“Entrevista a Eduardo Marturet”.
Diario El Universal, 4-1, Caracas,
15/02/1988.

Esas relaciones de  la sucesión de  Fibonacci con la música están expresadas en
la entrevista al compositor y director de orquesta  venezolano  Eduardo Marturet,
quien, al responder a una pregunta de la entrevistadora Cárdenas, dijo:

“... Con esta conclusión pasé a otro nivel de trabajo e incorporé una serie de
elementos y conocimientos que me parecieron claves.”

 - ¿Cuáles?

“Fundamentalmente la aplicación de la Escala Matemática de Leonardo Fibonacci dentro de la composición
 musical.  La Serie Fibonacci, conocida como Serie de Oro, permite explicar el crecimiento proporcional
de la forma según una sucesión numérica (...).

Interesante

12

21/12 f0 27/12 f0 28/12 f0 212/12 f0



Orientaciones metodológicas
S u g e r e n c i a s  p a r a  l o s  d o c e n t e s
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En este fascículo hemos presentado varias sucesiones numéricas
tratando de encontrar la presencia de algún patrón o regularidad, pero
no siempre es posible como en el caso de los números primos.

Al trabajar con sucesiones en el aula, el docente puede plantear
numerosas situaciones provenientes de contextos diversos tales como:

• Crecimiento de poblaciones.

• Situaciones vinculadas con las finanzas.

• Muchas otras que aparecen en la vida real.

Éstas producen datos que, en muchos casos, sí siguen algún patrón.

El tomar como punto de partida hechos de la vida real, permite establecer un puente entre la matemática
y el mundo que nos rodea, y está relacionado con las aplicaciones de esta materia y con la construcción
de modelos matemáticos. Sin embargo, hay que evitar la trivialización y la creación de contextos artificiosos
cuyos efectos son absolutamente contraproducentes.

¿Cómo se puede determinar la presencia de
alguna regularidad entre los términos de una
sucesión?

EXPLORANDO

Realizando
diferencias entre

términos
consecutivos.

Realizando
cocientes entre

términos
consecutivos.

Relacionando
algunos términos

con otros, etc.

Con estas técnicas se pueden establecer conjeturas que luego han de ser verificadas, conduciendo esto
a los procesos de argumentación y prueba. Eventualmente se pueden detectar patrones.

Es de gran utilidad presentarle al estudiante aspectos históricos de
la matemática.

Con ello se logra:

• Percibir a la matemática como una ciencia en permanente evolución.

• Apreciar que esta ciencia es un producto cultural de la humanidad.

• Usar la historia de la matemática como estrategia de enseñanza-
aprendizaje.



Enmuch
as

de
la

s
ta

re
as

es

de gran utilidad utilizar calcu
la

d
o

ra
o

com

putadora Es recomendable estudiar ciertas
propiedades de la sucesión:
crecimiento o decrecimiento,

acotamiento inferior, acotamiento
superior...
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Pero, a veces el patrón es más
complejo o tal vez menos evidente.

En esta situación también ayuda el
combinar diversas representaciones:

numérica, gráfica....

Una vez encontrada una expresión
analítica es conveniente estimular en

los alumnos los cambios de
representación: a partir de la fórmula
hallar valores numéricos; a partir de

ellos graficar...

La técnica de resolución de problemas se
sugiere como una excelente estrategia a ser

empleada por el docente en el aula.

Si la actividad considerada posee un cierto
nivel de complejidad es posible estructurarla

como un pequeño proyecto.

Es factible combinar el trabajo individual del
alumno con el trabajo de pequeños grupos.

También es factible la realización de actividades
extraescolares organizando clubes de

matemáticas en el plantel.

Respuestas página 32:  b) 3 · 4n ;  c) (   )na,  3(   )na ;  d) “tiende a infinito”; 2) 1992; 3) =1
3

4
3

1
π
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Tengo que pensarlo
El fractal copo de nieve (la isla de Koch) de Niels Fabian
Helge von Koch (Suecia, 1870-1924).

Partiendo de un triángulo equilátero de lado a
efectuamos las siguientes construcciones:

Cada segmento se divide en tres partes iguales. En el segmento central se construye un triángulo equilátero
y se elimina la frontera entre este triángulo y el segmento original, y así se sigue el proceso para  obtener
estos “polígonos estrellados”.
a) Dibuja el polígono correspondiente al tercer paso.
b) ¿Cuántos lados tiene el polígono estrellado cuando se hacen n pasos?
c) ¿Cuánto mide el lado del polígono estrellado en el n-ésimo paso y cuál es su perímetro?
d) Al continuar ese proceso indefinidamente se obtiene el fractal de von Koch o copo de nieve. ¿A qué
tiende el perímetro del fractal (perímetro de la curva frontera)?

Paso 1 Paso 2Inicio Paso 3

a

1

Un escritor escribe una novela cada
dos años. Cuando publica su séptima
novela, la suma de los años en las
cuales fueron publicadas es 13 986.
¿En qué año publicó su primera
novela?

2

Un círculo de área A
1
 está contenido en

el interior de un círculo de área A
1
+A

2
.

Si el área del círculo mayor es 3, y si A
1
,

A
2
, A

1
+A

2
 están en progresión aritmética

¿cuál es el radio del círculo menor?

3

1
1

1


