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Henri Matisse (1869-1954).
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Matematicas recreativas

Todas las leyendas sobre el origen del ajedrez coinciden en indicar que un rey, fascinado por lo interesante del
juego, quiso premiar al inventor, un sacerdote hindu llamado Sessa, ofreciéndole lo que quisiera, quien le contesto
gue se conformaba con un grano de trigo por la primera casilla del tablero, dos por la segunda, cuatro por la
tercera, ocho por la cuarta, y asi doblando la cantidad hasta la casilla 64 del tablero de ajedrez.

El rey ordené a su visir que preparara el premio solicitado, quien hizo los calculos y se dio cuenta que era
imposible cumplir la orden, ya que habia que darle

1+2+22+2%+ ...+ 2% granos de trigo

Observemos que esta cantidad corresponde a la suma de los primeros 64
términos de la progresion geométrica cuyo término general es a_
a, = 2" n=1,2, ... Elvalor de la suma es:

=21 _[50_1 =18 446 744 073 709 551 615

Actualmente se estima que la produccion mundial de trigo esta por el orden de
600 millones de toneladas por afio.

Tomando en cuenta que aproximadamente 40 gramos de trigo equivalen a 1 000
granos de este cereal, tenemos que 600 millones de toneladas de granos de
trigo equivalen a:

600 000 000 - 1000 - 1000 - 25 =15 000 000 000 000 000 granos de trigo = 15.10'° granos de trigo

1t=1000 kg /L‘ 1kg =1 000 g =25 000 granos ‘

De esta manera, para cumplir la solicitud del sacerdote, con la produccion actual de trigo, necesitariamos:

x 18 446 744 073 709 551 615 _ 1 230 afios !

15 000 000 000 000 000

¢SABIASIQUE:Z

La escritura mas antigua que menciona un juego parecido al ajedrez aparecio alrededor
del afio 600 a.C. y el hecho de que se mencionaba sin una explicacion sugiere que era
ya bien conocido en ese entonces. El ajedrez es un juego de un grupo relacionado con
el juego de "Chaturanga", que se piensa se originé en la India por el siglo VI o tal vez
mucho antes y que, a su vez, podria estar vinculado a un juego chino mas antiguo.
Chaturanga es una palabra sanscrita que se refiere a cuatro "armas" (o divisiones) de
un ejército indio: elefantes, caballeria, carretas e infanteria, de los cuales se derivan
los cuatro tipos de piezas del juego.
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Templo budista
Hanoi, Vietnam.

Las torres de Hanoi

En 1984 se cre6 una leyenda sobre un juego
inventado por el matematico francés Francois
Edouard Lucas, quien lo llam6 M. Claus, que es
un anagrama de Lucas.

‘ — ‘
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Francgois Edouard Anatole
Lucas (1842-1891).
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En el gran templo de Benarés, debajo de la ctpula que marca el centro del mundo, yace una base de bronce,
en donde se encuentran acomodadas 3 agujas de diamante, cada una del grueso del cuerpo de una abeja. En
una de estas agujas, Dios, al momento de la creacion, coloc6 64 discos de oro, el mayor sobre el plato de
bronce, y el resto de menor tamafio conforme se llega a la cima. Dia y noche, incesantemente, los sacerdotes
del templo mueven los discos de una aguja a otra de acuerdo con las leyes impuestas, que requieren que los
sacerdotes se encuentren todo el tiempo laborando, no muevan mas de un disco a la vez y coloquen cada disco
en alguna de las agujas de modo que no cubra otro disco de radio menor. Cuando los 64 discos hayan sido
transferidos de la aguja en la que Dios coloco los discos, al momento de la creacién, a otra aguja, el templo y
los brahmanes se convertirdn en polvo y junto con ellos el mundo desaparecera.

Un problema interesante relacionado con esta leyenda es
determinar el nUmero minimo de jugadas a realizar para trasladar
los discos al ultimo palillo, partiendo de un nimero n de discos.

n=1
1 disco
Posicion inicial Posicion final 1 = 2'~1movimientos
n=2
2 discos
[ ] ] I ]
Posicion inicial ler movimiento 2do movimiento Posicion final

3 = 22~-1movimientos

En general, para mover los n discos al ultimo palillo se necesitan como minimo 2"-1 movimientos, que es
precisamente la suma de los primeros n términos de la progresion geométrica cuya formula es
a,=2"",n=1,2,.., queen el caso de laleyenda son:

264_1=18 446 744 073 709 551 615 |movimientos.

Si suponemos que se mueve un disco por segundo, para pasar los 64 discos se requeririan:

[ ]
i 18 446 744 073 709 551 615 _ 5g4 942 417 355 (afios) Y
60 « 60 * 24 * 365 °

RETO: Calcula el nimero minimo de movimientos para los casos de 3, 4 y 5 discos.
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Sucesiones y musica

Se dice que la musica es capaz de afectar el pensamiento, el
caracter y los estados emocionales de las personas. Desde los
pitag6ricos formd parte de la mateméatica como una de las cuatro
disciplinas del cuadrivium. Fue a partir del Barroco (s. XVI)
cuando se empezo6 a distinguir entre la musica como ciencia y
la musica como arte.

Frecuencia (f) de un sonido:
es el niumero de vibraciones o
ciclos por segundo. Su unidad

es el Hertz (Hz) en honor al
Sonido: un proceso de fisico aleman H. Hertz (1857-
vibraciones fisicas que se 1894). Por ejemplo, la nota
transmiten a través de algun musical do tiene una frecuencia
medio material, como el aire. aproximada de 260 Hz.
De la obra Theorica Musice (F. Gafurius, Milan, 1492). : : : . . .
Uno de los primeros usice (F: Gafurius, Milan, 1992 | si de dos sonidos uno tiene frecuencia f y el otro frecuencia 2f, se dice
Pitagoras en un grabado de madera. que el primero es una octava mas bajo (o grave) que el segundo. El
Fuente: D.E.Smith, vol. I, p. 76 (1951). . .
intervalo de extremos fy 2f se denomina una octava.

Los pitagoricos descubrieron que al tener una cuerda tensa 'y

Monocordio: pulsarla se producen sonidos y mientras mas corta es la cuerda

nstrumento entonces la frecuencia es mayor. Experimentaron con el monocordio:

musical de una sola ) - } ; -

cuerda. SLI se fija la cuerda de longitud L en su punto medio se verifica que
2 =1 ylarazén de frecuencias (intervalos musicales) es ;—] = %

el inverso de% , lo que produce la octava: faueva = 2 fuigja -

Los pitagdricos también encontraron la quinta: si la cuerda original tziene longitud L y es la primera nota do,
: : 2L : .
entonces (%)L produce la quinta nota de la escala, sol, siendo 8—=2 (%:1 0 bien 2:3) y larazodn de las

frecuencias es 3:2.

La escala musical diatdnica contiene siete notas fundamentales: do, re, mi, fa, sol, la, si.

0

|4 Pay [0)

fiw o O hed

LV o O hed

Joo 0° o o o o o o
do:do do:re do:mi do:fa do:sol do:la do:si do:do
Primera Segunda Tercera Cuarta Quinta Sexta Séptima Octava

1:1 8:9 4:5 3:4 2:3 3.5 8:15 1:2

La escala pitagorica fue primordial hasta la creacion de la afinacién temperada de Bach. También
Fibonacci estudi6 una serie de relaciones matematicas con la musica.

Asi, los primeros seis numeros de la sucesiéon de Fibonacci figuran en una octava de piano, la cual consiste
en 13 teclas: 8 teclas blancas, 5 teclas negras (en grupos de 2 y de 3).

octava octava octava octava octava octava octava
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Esas relaciones de la sucesion de Fibonacci con la musica estan expresadas en
la entrevista al compositor y director de orquesta venezolano Eduardo Marturet,
qguien, al responder a una pregunta de la entrevistadora Cardenas, dijo:

“... Con esta conclusién pasé a otro nivel de trabajo e incorporé una serie de
elementos y conocimientos que me parecieron claves.”

- ¢Cuales?

“Fundamentalmente la aplicacion de la Escala Matematica de Leonardo Fibonacci dentro de la composicion
musical. La Serie Fibonacci, conocida como Serie de Oro, permite explicar el crecimiento proporcional
de la forma segun una sucesion numérica (...).

Desde la Antigiiedad, la Serie de Fibonacci ha sido utilizada
por arquitectos y artistas para lograr efectos armoniosos,
proporcionados y equilibrados formalmente. Pero a partir del
siglo XIX, se descubri6 que las formas mas elementales de la
naturaleza obedecian a esta proporcién: vegetales, conchas,
espirales, mecanismos celulares, .... En musica su empleo,
consciente o no, remonta a Bach, Mozart ...
Contemporaneamente habia sido trabajada por Bela Bartok,
Stockhausen y su discipulo Roger Smalley, -quien era mi
profesor-".

Fuente: Maria Luz Cardenas
“Entrevista a Eduardo Marturet”.
Diario El Universal, 4-1, Caracas,
15/02/1988.

Interesante

El conjunto de notas musicales en una octava es una sucesion finita del intervalo de extremos fo y 2f; :
fo<fi<fr.... < f1<fy<2f

'S oo e 2fo

;l f2 000 fn_l fn

siendo f, una frecuencia patrén.

Enla afinz%cién temperada de J. Sebastian Bach (aleman, 1685-1750), esa sucesion es una progresion geométrica
de razon {2 = 212 :

fo 2 fO

21/12 fO 27/12 fO 28/12 fO 212/12 fO

elf- Instructor
\ it

y en esta escala la octava queda dividida en doce intervalos de igual razén

(que pasan a ser doce intervalos de la misma longitud cuando se toman

logaritmos de base 2). [
r
|

Chromatic
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Piang Harp
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Alirgior mesrved. Price 184dling

Con la misma se afinan el piano y el arpa.

car 2405,
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Sugerencias

para

Orientaciones metodolégicas

los docentes

En este fasciculo hemos presentado varias sucesiones numéricas
tratando de encontrar la presencia de algun patrén o regularidad, pero
no siempre es posible como en el caso de los nameros primos.

Al trabajar con sucesiones en el aula, el docente puede plantear
numerosas situaciones provenientes de contextos diversos tales como:

e Crecimiento de poblaciones.

» Situaciones vinculadas con las finanzas.

e Muchas otras que aparecen en la vida real.

Estas producen datos que, en muchos casos, si siguen algan patron.

El tomar como punto de partida hechos de la vida real, permite establecer un puente entre la mateméatica
y el mundo que nos rodea, y estéa relacionado con las aplicaciones de esta materia y con la construccion
de modelos matematicos. Sin embargo, hay que evitar la trivializacion y la creacion de contextos artificiosos
cuyos efectos son absolutamente contraproducentes.

R oi"}'n(’ - “/ leo 2

¢, Como se puede determinar la presencia de
alguna regularidad entre los términos de una

sucesion?
EXPLORANDO
Realizando Realizando Relacionando
diferencias entre cocientes entre algunos términos
términos términos con otros, etc.
consecutivos. consecutivos.

Con estas técnicas se pueden establecer conjeturas que luego han de ser verificadas, conduciendo esto
a los procesos de argumentaciéon y prueba. Eventualmente se pueden detectar patrones.

Es de gran utilidad presentarle al estudiante aspectos histéricos de

la matemaética.
Con ello se logra:

» Percibir a la matematica como una ciencia en permanente evolucion.
e Apreciar que esta ciencia es un producto cultural de la humanidad.
* Usar la historia de la matematica como estrategia de ensefianza-

aprendizaje.
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Pero, a veces el patron es mas
complejo o tal vez menos evidente.

N . - .

7| En esta situacion también ayuda el

combinar diversas representaciones:
numeérica, gréfica....

n utilidg
f///
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Una vez encontrada una expresion vy 2)0° Es recomendable estudiar ciertas
analitica es conveniente estimular en propiedades de la sucesion:
los alumnos los cambios de crecimiento o decrecimiento,
representacion: a partir de la formula acotamiento inferior, acotamiento
hallar valores numéricos; a partir de superior...
ellos graficar...

s

La técnica de resolucion de problemas se
sugiere como una excelente estrategia a ser
empleada por el docente en el aula.

Si la actividad considerada posee un cierto Es factible combinar el trabajo individual del
nivel de complejidad es posible estructurarla alumno con el trabajo de pequefios grupos.
cComo un pequefo proyecto.

También es factible la realizacion de actividades
extraescolares organizando clubes de
matematicas en el plantel.

Respuestas pagina 32: b) 3-4"; c) (3)", 3($)"a; d)“tiende a infinito”; 2) 1992; 3) - L
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Cardona, Fracesc (2000), Mitologia del Ajedrez, Olimpo. Barcelona, Espafia.

Madsen Barbosa, Ruy (2002). Descobrindo a geometria fractal para a sala de aula.
Auténtica Editora, Belo Horizonte, Brasil.

Seminario Numero y Notas: Reflexiones Matematicas sobre la Masica. Comision de
Estudios Interdisciplinarios y Escuela de Artes de la Universidad Central de Venezuela.

Revista EscritoS. 2000.
Spinadel, Vera W. de (2003). Del Namero de Oro al Caos. Nobuko, S.A., Buenos Aires,
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Video sobre el mundo de Pitagoras, el numero de oro y algunas cuestiones de geometria:
e Donald en el pais de las matemagicas, de Walt Disney.

o ____ P, =

Los numeros de Fibonacci y la razon durea. http://www.amc.unam.mx/laciencia/msf.htm
NUmero de oro y sucesion de Fibonacci: http://www.ifrance.com/expo/
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Tengo que pensarlo

El fractal copo de nieve (la isla de Koch) de Niels Fabian
Helge von Koch (Suecia, 1870-1924).

Partiendo de un tridngulo equilatero de lado a
efectuamos las siguientes construcciones:

Cada segmento se divide en tres partes iguales. En el segmento central se construye un triAngulo equilatero
y se elimina la frontera entre este triangulo y el segmento original, y asi se sigue el proceso para obtener
estos “poligonos estrellados”.

a) Dibuja el poligono correspondiente al tercer paso.

b) ¢ Cuantos lados tiene el poligono estrellado cuando se hacen n pasos?

¢) ¢Cuanto mide el lado del poligono estrellado en el n-ésimo paso y cual es su perimetro?

d) Al continuar ese proceso indefinidamente se obtiene el fractal de von Koch o copo de nieve. ¢ A qué
tiende el perimetro del fractal (perimetro de la curva frontera)?

Un escritor escribe una novela cada
dos afios. Cuando publica su séptima
novela, la suma de los afios en las
cuales fueron publicadas es 13 986.
¢En qué afio public6 su primera
novela?

Un circulo de area A, esta contenido en
el interior de un circulo de area A +A,.
Si el area del circulo mayor es 3,y si A,
A,, A +A, estan en progresion aritmetica
;cual es el radio del circulo menor?
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